Решение неравенств, содержащих знак модуля, в девятом классе.
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В программе школьного курса математики решению неравенств, содержащих знак модуля, уделяется недостаточное внимание. В результате чего возникает необходимость дополнительного изучения данной темы, которое лучше всего осуществлять  на факультативных или дополнительных занятиях с учениками увлеченными математикой. 
I. С учащимися девятого класса начинаю изучать данную тему с графического метода, предлагая самостоятельно решить простое неравенство (пример1). Этот метод вызывает интерес учащихся, позволяет повторить построение графиков элементарных функций, вспомнить свойства функций, метод параллельного переноса.  
Пример 1. Решите неравенство | х | + | у | ≤ 5 (рис 1). Для решения неравенства необходимо вспомнить основную формулу раскрытия модуля:[image: image2.png]mecium >0,
[ml =1 0,ecum =0,
—m,ectum < 0.



применяя эту формулу, строим графики для каждой четверти,           1) у > 0, х > 0,  х + у ≤ 5,   у ≤ - х + 5,  I четверть
2) у > 0, х < 0, -х + у ≤ 5,  у ≤ х + 5,
   II четверть 
3) у < 0, х < 0,   -х - у ≤ 5,   у ≥ - х – 5,        III четверть 
4) у < 0, х > 0, х - у ≤ 5, у ≥  х - 5 ,             IV четверть 
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                            Рис 1




Рис 2
Для разнообразия, предлагаю задачи на нахождения площади получившейся фигуры (примеры 2 и 3).
  Пример 2. Изобразите на координатной плоскости фигуру, заданную неравенством   2|х - 4|+ |у - 2| ≤  5и найдите её площадь.
Решение. 
1) Построим ромб  2|х| + |у| ≤ 5. Заданную фигуру 

получим параллельным переносом на вектор ОО1 [image: image6.png]{4;2)



, рис 2.
[image: image8.png]S = ta(d, - dy)



,S = 25.  Ответ: 25.

Пример 3. Изобразите на координатной плоскости фигуру, заданную неравенством:    х2  +  у 2 ≤ 6|х| и найдите её площадь. 
Решение. 

х2 + у2 - 6|х|≤0, преобразуем данное неравенство и представим его в виде:   (|х| - 3) 2 + у2 ≤ 9,

 1) х ≥ 0, (х - 3) 2 + у2 ≤ 9, данное неравенство представляет собой круг  С(3;0), r =3,

2) x < 0,  (х + 3) 2 + у2 ≤ 9,это круг  С(-3;0), r = 3. [image: image10.png]


 [image: image12.png]2:3,14-3* =




   
Ответ: решением неравенства является  круги.  S = 56,52.   (Рис 3).
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Рис 3.
Такие задания позволяют успешно осуществлять повторение пройденного материала. 
II. Вторым этапом изучения данной темы является овладение аналитическим методом решения неравенств. Необходимо напомнить    учащимся такие понятия логики как объединение, пересечение множеств. Далее готовим теоретическую базу для решения неравенств. Сначала разбираем решение неравенств вида «меньше, меньше или равно»
1) Неравенство вида |f| < g равносильно неравенству –g < f < g можно переписать в виде системы[image: image15.png]


  
2) Аналогично, неравенство вида |f| ≤ g равносильно неравенству –g ≤ f ≤ g можно переписать в виде системы[image: image17.png]



Запомнить несложно,  достаточно вместо |f| взять сначала f, затем  -f и решать два неравенства в системе. (Примеры 4 и 5) 

Пример 4.  Решите неравенство  2|х + 5| + 4|х - 1| + |х - 7| -  х – 23 ≤0 

Неравенство содержит  два модуля ( |х+5| и |х - 1|) и относительно любого из них  имеет вид |f| ≤ g. Следовательно исходное неравенство равносильно системе: 
[image: image18.png]—2(x+5)—4(x—-1)-(x-7)—x—-23=<0,
20(x+5)—4(x—1)—(x—7) —x—23) <0,
2(x+5)+4(x—1)—(x—-7)—x—23<0.
2x+5)+4x—-1D+(x—-7)—x—-23<0;




Желая упростить решение, проверим истинность исходного неравенства, при х = -5 , 1, 7. 

Так, как при х = -5 и х = 7 исходное неравенство ложно, то можно решать следующую систему: 
[image: image19.png]{Z(x+ 5)—-4(x-1)-(x-7)-x-23<0,
20 +5)+4(x—1)— (x—7) —x—23 < 0;




[image: image20.png]



Ответ: -0,5≤ х ≤ 2,5.
Пример 5. При каких значениях параметра  а неравенство 
х2 + 2ах + а2 -| х | - |х + а – 1| + 3 ≥ 0 выполняется при всех значениях х?  
Неравенство содержит  два модуля ( |х| и |х + а - 1|) и относительно любого из них ( из-за знака минус перед ними ) имеет вид |f| ≤ g. 

Неравенство равносильно системе:
 [image: image22.png]Lx;+2m+a2—x—|x+a—1|+320
+2ax+a’+x—|x+a—1|+3=0;





В этой системе каждое из неравенств относительно модуля |х + а – 1| имеет вид |f| ≤ g. 

Поэтому исходное неравенство равносильно системе из четырех неравенств. 

[image: image24.png]2 42 +ad-x — (x+a-1)+3 =0,
2 +2ax+a’-x+ (x+a-1)+3 20,
2+ 2ax+ @+ x — (x+a-1)+3 =20,
P +2ax+a+x+ @+a-1)+3=0



⇔     [image: image26.png]2+ 2x(@a-1D+a*—a+4 =0,
X2+ 2ax+a’+a+2 =0,
2+ 2ac+at—a+ 4 =0,
2+ 2@+ D+ aP+a+2=0




 Так как дискриминанты всех квадратных трехчленов должны быть неположительные переходим к следующей системе:
[image: image28.png]


 ⇔ -2≤a ≤ 1. 
Ответ: [-2; 1]. 
Примеры с параметрами всегда вызывают затруднения учащихся, поэтому на самостоятельное решение предлагаю  следующие задания : Решите неравенство [image: image30.png]? —2ax+a*—|x—2a|l— |x—a—1|+3=0



.

( Ответ: [-2; 1].)
III. Далее можно переходить в неравенствам вида « Больше, больше или равно», продолжая пополнять теоретическую базу:
3). Неравенство вида |f| > g равносильно неравенству [image: image32.png]f<-g
f=>g



можно переписать в виде системы[image: image34.png]


  
4). Аналогично, неравенство вида |f| ≥ g равносильно неравенству[image: image36.png]f<*.q



 можно переписать в виде системы[image: image38.png][ffzzgé.




Опять, при  решении неравенств  достаточно вместо |f| взять сначала f, затем  -f и решать два неравенства объединением.(пример 6)
Пример 6. Найти все значения параметра а, при котором неравенство х2 +  |х - а| + |х - 1|  > 2 выполняется для всех значений х. 
Решение.
Неравенство содержит  два модуля  |х - а| и |х - 1| и относительно любого из них имеет вид |f| ≥ g
[image: image40.png]L+lx-al- (x-1) > 2,
2+ x—al + (x-1) > 2



⇔[image: image42.png]2= (x-a)+ (x-1) > 2,
+ (r-a) + (x-1) > 2

2 —(x-a)- (x-1) > 2,
2+ (x-a)- (x-1) > 2,



⇒
[image: image44.png]x2— 2x+a-1 >0,
x’—a-1>0,
x®’+a-3>0,
x2+2x—a—-3>0;



⇒[image: image46.png]D, <0,
D, <0,
D, <0,
D, <0




⇔[image: image48.png]—a+2<0,
a+1<0,

—a+3<0,
a+4<0,



⇔[image: image50.png]a<—1,
a>2.




Исходное неравенство должно выполняться для всех значений х. Это равносильно отрицательности хотя бы одного дискриминанта. 
Ответ:[image: image52.png]-1 U (2;%)




IV. В процессе такой работы обязательно найдется ученик, который поинтересуется как решать примеры, в которых будут модули обоих видов. Поэтому разбираем решение неравенств смешанного вида. ( Пример 7)
Пример 7. Решите неравенство |2х + 23| - 2|2х - 19| < х - 20 Относительно первого модуля неравенство имеет вид: | f | < g, относительно второго | f | > g.
[image: image54.png]|2x+ 23] - 2(2x—19) <x— 20,
12x+23]|+2(2r—19) <x — 2




 ⇔[image: image56.png](2x+23)—-2(2x—19) <x—20,
{—(2x+ 23)— 2(2x— 19) < x— 20,
{ (2x+23)+2(2x—19) < x + 20,

—(2x+23) + 2(2x— 19) < x — 20,



⇔
[image: image58.png]> 27,
x>5,
{x< -1,
X < 41;



⇔[image: image60.png]x>27,
x < —1.



  Ответ : хє(-[image: image62.png]


;-1)U(27;[image: image64.png]


)
Предлагаю ученикам самостоятельно  решить это неравенство вторым способом: раскрыть сначала первый модуль, а потом – второй. 
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